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Introduccion

En el presente libro se podran encontrar resimenes de lo bésico del temario de
la asignatura Analisis Matematico I, sin demostracioén alguna. En ningin caso con
esto basta para comprender a la perfeccion la asignatura, simplemente es un recurso
mas para no olvidar lo béasico.

Nota: prestar especial atencion a los teoremas.
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1. Espacios euclideos, normados
y métricos

1.1. Espacio Euclideo

Definicién 1.1.
RY NeN fijo Ay={keN/k<= N}
R=R x ...><R:{(Il,...7$N)/I17...,$NGR}
r=(r1,...,ony) ERY <+— 2:Ay — R con xz(k)=x, VkeAy
Definicién 1.2. Sean z,y e R¥N y A€ R
» Suma: x+y = (z1+y1,...,on +yn) (v+y)(k)=zk)+ylk) Vke Ay
» Producto por escalares: Az = (Axy,..., Axy)  (Ax)(k) = Az(k)

Asi, RY es un espacio vectorial sobre R

Definicién 1.3 (Base usual). ¢ ={e1,...,en}

(1 s j=k
€k<j)—{052 j?ék Vk € Ay

z(k)ey Vo eRY
1

N
Tr =
k=

Definicién 1.4 (Producto escalar). Sean z, y € RY

(zly) = x(k)y(k)
k=1
(]):RY xRY — R
L (Au+ poly) = AMuly) + p(vly)
2. (zly) = (y|z)
3. (z]z) >0

Un espacio pre-hilbertiano es un espacio vectorial dotado de un producto escalar.
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1.2. Espacios normados

Definicién 1.5 (Norma).
|-]: X —R

x|l = (al)?
Lol +yll < flzfl + [yl
Azl = |A] - fl]
[zl >0; flz =0 ==z =0
Desigualdad de Cauchy-Schwartz: |(x|y)| < ||z] - |ly|| Vz,y € X
[zl =Myl < llz £ yll < [[=]] + [yl

S AN e

neN, xz,....,x,€X, A,...; s ER

n n
Y Al <O el - el
k=1 k=1

Cuando tenemos definida una aplicacién || - || : X — R, que cumple 1, 2 y 3 en un
espacio vectorial, decimos que X es un espacio normado.

Ejemplo (Norma de la suma). ||z||; = > |z(k)|
Ejemplo (Norma infinito). [|z|/. = max{|z(k)|/k € Anx}

1.3. Espacio métrico

Definicién 1.6 (Distancia). d(z,y) = ||y — z||; ||z|| = d(0, )

1. d(z,y) <d(x,2) +d(z,y) Vr,y,z€ X
2. d(z,y) =d(y,x) Vx,ye X

3. d(z,y) =0<=z=y

4. d(z,y) 20 Ve,yeFE

5. |d(z, ) — d(z,y)| < d(z,y)

6. d(l'(),.fn) < Z d(l‘k‘—lal‘k‘)
k=1

Cuando tenemos definida una aplicaciéon d : F x E — R, cumpliendo 1, 2 y
3, decimos que E es un espacio métrico, con la distancia d. E no tiene que ser un
espacio vectorial. Todo espacio normado X se considera un espacio métrico con la
distancia asociada a su norma:

d(z,y) = |y — ||

Ejemplo (Distancia discreta).

1 sv «x
5(:16,3/):{0 s% xfz



2. Topologia de un espacio
métrico

2.1. Topologia de un espacio métrico

Para lo que sigue sea E un espacio métrico con distancia d.
Definicién 2.1. Bolas abiertas de centro x y radio r:
B(z,r)={y € E/d(z,y) <r} z€FE, reR’
1. B(z,r)#0
2. 0<s<r= B(x,s) C B(z,r)
3. Vy € B(z,r) Je>0 /| B(y,e)C B(x,r)
4. Se dice U C F abiertosiVr €e U Je>0 /| B(x,e)CU

Definicién 2.2 (Topologia). En un conjunto no vacio 2 es una familia 7' C P((2)
que verifica:

(A1) 0,QeT
(A2) SCT=uUSeT
(A3) UV e T =UnNVeT

Un espacio topoldgico es un conjunto no vacio provisto de una topologia.

Definicién 2.3 (Normas equivalentes). Dos distancias/normas en un mismo con-
junto/espacio vectorial son equivalentes cuando generan una misma topologia.

Proposicién 2.1 (Inclusién entre las topologias de dos normas). Para dos normas
|- llis || - |2 definidas en un mismo espacio vectorial X, equivalen:

() 30> 0 /2l < pllall Vo € X
(ZZ) T, CT)

Corolario 2.1.1 (Criterio de equivalencia entre normas).
=T <= 3\p>0 / Mgzl <zl <pllz|i VereX

Definicién 2.4 (Topologia inducida). Si T es la topologia de un espacio métrico E
y T4 la de un subconjunto A C F, entonces:

T,={UNA:UE€eT}
En particular si A € T, entonces:

Vel, «— VeT
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2.2,

Primeras nociones topolégicas

En todo lo que sigue E espacio métrico, d distancia y T topologia.

Definicién 2.5 (Interior y entornos).

1.

-~

d.
6.

Interior:

A=U{UeT:UcCA}

Si x € A° entonces decimos que x es punto interior de A o que A es entorno
de x. Denotamos por U(z) a la familia de entornos de z.

A° es el méximo abierto de E contenido en A.
r€A° <= AclU(x)<= Je>0:B(x,e) CA
AeT<—= A=A« AclU(x) VreA
AclU(z), ACCCE= Cecl(x)
{A}ici . CU(x) = N Ay € U()

Definicién 2.6 (Conjuntos cerrados). Decimos que C' es un conjunto cerrado, o
simplemente cerrado si £\ C € T.

1.
2.

3.

Cr={E\U:U€eT)
@,EGCT
DcCyr = NDeCr

C.DeCr = CUDECy

Definicién 2.7 (Cierre).

1.
2.
3.
4.

A=n{CeCr: ACC}
A es el minimo conjunto cerrado que contiene a A.
AcCr+= A=A
E\A=(E\A° VAcE
E\NA°=E\A VAcE

Definicién 2.8 (Punto adherente a un conjunto). Sea =€ A —

XeA = UNA#D VUelU(xr) <= Bre)NA£D Ve>0

Definicién 2.9 (Bola cerrada). B(x,7) = {y € E : d(z,y) <7}

Definicién 2.10 (Esfera). S(z,r) ={y € E: d(x,y) =1}

Definicién 2.11 (Frontera). F'r(A) = A\ A°

1.

Fr(A)=AnE\ A

10
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2. Fr(A) e Cr

3. Fr(A)=Fr(E\ A)

4. A=AUFr(A)y A°= A\ Fr(A)

5. AeT <= ANFr(A) =1

6. AcCr <= Fr(A)cA

7. E=A°UFr(A)U(E\ A)° es una particién de E, es decir:

A’ Fr(A) = Fr(A) N (E\ A)° = 4° N (B\ A =0

Definicién 2.12 (Puntos de acumulacién). Se dice de x € A’ si es punto adherente
de A\ {z}
A'={xe E:VU el(x) UNA\{z}#0}

={z e E:B(x,e)N(A\{z}) #0 Ve>0}
Definicién 2.13 (Puntos aislados).
rcA\A <<= Wecllx))/UnA={z} <<= Fe>0/Blz,e)NA=1{x}

A=AUA = AcCr<—ACA

2.3. Convergencia de sucesiones
En lo que sigue {x,} es una sucesién de puntos de Ey z € £
{,} — 2 <= [MUe€l(xr) ImeN:n>m = z, € U]
Proposicion 2.2 (Caracterizacion de la convergencia usando distancias).

» En cualquier espacio métrico: {x,} — x <= Ve >0 ImeN:n>m =
d(zp, ) < €]

En un espacio normado: {z,} — v <= [Ve >0 ImeN:n>m =
[0 — 2| <]

EnR:Az,} — 2= Ve>0 dImeN:n>2m = |z, — x| <¢]

{2y — 2 = {d(zn,2)} — 0

{tn} — 2, {en} —y — 2=y

Por tanto a ese x al que tiende la sucesién, por ser unico, lo llamamos limite.

Proposicion 2.3 (Convergencia de parciales).
1 {xn} — 12 = {2om} — 2

11
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3. Arp} — v <= {xo,} — x AN {2911} — 2
Proposicién 2.4 (Caracterizacién del cierre).
r€Ad = Ha,}cA:{r,} —=x
Proposicién 2.5 (Caracterizacién del un conjunto cerrado).
AeCr <— VereA Hz,}CA:{z,} —=
Proposicién 2.6 (Criterio de equivalencia de dos distancias). Fquivalen:

(1) La topologia generada por dy estd incluida en la generada por ds
(2) Toda sucesion convergente para ds lo es para d;.

Proposicién 2.7 (Convergencia en RY).

{z,} — 2 <= {z,(k)} — x(k) Vke Ay

12



3. Continuidad y limite funcional

3.1. Continuidad

Definicién 3.1. Se dice que una funciéon f : E — F es continua en un punto
cuando:

VeU(fz)) = [H(V)eUx)

Proposicién 3.1 (Caracterizacion). Para f : E — F, x € E, son equivalentes las
siguientes afirmaciones:
(i) f es continua en el punto x

(11)) Ye > 030 >0 / f(B(x,0)) C B(f(z),¢)
(i1i) Sea x,, C E, {x,} — 2 = {f(z,)} — f(2)

Proposicion 3.2 (Caracter local).
f:E—F 0#ACE, z€A
» [ continua en x = fa continua en x
» fla continua en x, A € U(x) = f continua en

Definicién 3.2. Se dice que f es continua en A, cuando es continua en todos los
puntos de A. Si f es continua en todo E se dice simplemente que f es continua.

Proposicién 3.3 (Caracterizacién). Para f : E — F las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) f es continua

(11) La preimagen de todo abierto es abierta.

(111) La preimagen de todo cerrado es cerrada.

(iv) Para toda sucesion convergente {x,} de puntos de E, la sucesion {f(x,)} es
convergente.

Proposicién 3.4 (Caracter local de la continuidad global).

u A = AO
f continua en A<= fla continua

» F=UUV dondeU =U°, V =V°
[ continua <= flv y fiv continuas

» f continua <= Vx € E 3U € U(x) : fiy continua.

13
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3.2. Limite funcional

Definiciéon 3.3. AC E, f: A — F, a € A'. Se dice que f tiene limite en el
punto « cuando 3L € F /

Ve>0 3F0>0 / z€A0<d(z,0) = d(f(x),L)<e
Ademas el L es tnico y decimos que es el limite de f en «:

L = lim f(x)

T—a

Proposicién 3.5 (Caracterizacion). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) L = lim f(z)
r—Q
(1)) VWV elU(L) U eU(a) |/ fIUN(A\{a}))CV
(iii) {zn} C A\{a}, {zn} —a = A{f(z.)} — L
Proposicién 3.6 (Caracter local). B={rx € A:0<d(z,a)<r}, a€B =

lim f(z) = L < ii_r)rtlew(a:) =L

Tr—Q
Proposicién 3.7 (Relacién con la continuidad).
» Siaec A\A = f continua en a

» Siae ANA = f continua en a <= lim f(x) = f(a)

r—a

» Sia e A\A = f continua <= g : AU{a} — F, continua en «
con g(z) = f(x) Vee A = g esunicay g(a)=lim f(x)
T—o
3.3. Composicién de funciones

Proposicién 3.8 (Continuidad de la composicién). Sean G, E, F espacios métricos.
0:G—FE, f:E—F, fop:G— F

¢ continua z€G AN f continua x=p(z) = fop continua =z

o, f continuas = foy continua

Proposicién 3.9 (Cambio de variable para calcular un limite). f : A — F,
ACE, op:T—E, TCG zeT ,a€kFE. Siseverifica:

limp(t)=a A ¢t)e A\{a} VteT\{z} =

t—z

aceA A limfz)=L = limf(e(t))=1L

T t—z

14
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3.4. Ejemplos de funciones continuas

f constante = f continua

0#£FCR, F°=0, f:R — F continua = [ constante

La funcién inclusion es continua

La funcién identidad es continua

La funcién distancia es continua

La norma, la suma y el producto por escalares en un espacio normado son
funciones continuas.

Definicién 3.4 (Proyecciones y componentes). Sea F'= F} X ... X Fyy # ()
» Proyecciones coordenadas: my : F' — Fy, m(y) =y(k) YyeF, keAy
= Componentesde f: f: E— F, fi=mof:F— F, VkeAy
Proposicién 3.10 (Caracterizacién de la continuidad y limite funcional).

m 51 F = F) X ...x Fy es un producto de espacios métricos =—> m;, es continua

Vk € Ay
» 1 E— F = f continua en x € £ <= f; continua en x Vk € Ay,
» f:A—F acA,ye F =

lim f(z) =y <= lim fi(zx)=y(k) Vke Ay

T—Q T—Q

Definicién 3.5. F(E,Y) conjunto de todas las funciones de E en Y, F(E) =
F(E,R), Y espacio vectorial, f,g € F(E,Y), A€ R, A € F(F)

= Suma: (f +9)(z) = f(z) + g(x) VeekE
» Producto: (Ag)(z) = A(z)g(z) VreFE

» Producto por escalares: (Ag)(x) = A\g(z) VreE

Si f,ge F(E),g(x)#0 VreFE

» Cociente: (i)(a}) = % Ve e E

Asi. F(E,Y) es un espacio vectorial y F(F) es un anillo conmutativo con
unidad.

Proposicién 3.11 (Preservacion de la continuidad). En las condiciones de la defi-
nicion anterior:

(i) f,9,A continuas = = f+g,Ag continuas =«

(ii) f,g continuas x, g(E) C R* — % continua en x

15
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Definicién 3.6 (Espacio de funciones continuas). C(E,Y’) conjunto de todas las
funciones continuas de E en Y.

C(E) = C(E,R)

C(E,Y) es subespacio vectorial de F(E,Y), C(E) subanillo y subespacio vectorial
de F(E)

Proposicién 3.12 (Calculo de limites).

1. El limite de la suma es la suma de los limites.

2. FEl limate del producto es el producto de los limites.

3. El limite del cociente es el cociente de los limites.
Definicién 3.7 (Campo escalar). f: A — R donde ) # A C RY
Definicién 3.8 (Campo vectorial). f: A — RM donde ) # A C RY

Merece la pena también destacar las funciones polindmicas y las racionales (co-
ciente de polinomios donde el denominador no se anula) como funciones continuas.
A continuaciéon podemos ver las relaciones que tienen los distintos espacios:

PE)Y)CR(E)Y)CC(E,Y)C F(E,Y)

16



4. Compacidad y conexion

4.1. Acotacion

Definicién 4.1 (Conjunto acotado). E espacio métrico. A C E. A estd acotado
cuando estd incluido en una bola.

A acotado = Ve € E Jr>0:AC B(zx,r)
Ejemplo. Todo subconjunto de F esté acotado.
Ejemplo. Toda sucesién convergente esta acotada.

La acotacién no es una propiedad topologica.

d(z,y)

p= 1+ d(z,y)

La distancia d y la p son equivalentes, por lo que dan la misma topologia; pero dan
lugar a conjuntos acotados distintos.

Proposicion 4.1. X espacio normado, A C X :
A acotado <= IM > 0:|jz|]|< M VreA
Dos normas equivalentes dan lugar a la misma topologia.
Proposiciéon 4.2. X = X; x ... x Xy, ACX
A acotado <= {xz(k):x € A} acotado Vk e Ay

Teorema 4.3 (Bolzano-Weierstrass). Toda sucesion acotada de vectores de RN ad-
mite una sucesion parcial convergente.

4.2. Compacidad

Definicién 4.2 (Espacio métrico compacto). F es compacto cuando toda sucesién
de puntos de F admite una sucesién parcial convergente.

Proposicién 4.4. E espacio métrico, A C K

A compacto => A acotado y A=A

17
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Proposicion 4.5.
ACRY  compacto = A acotado y A=A
Teorema 4.6 (Weierstrass). E, F' espacios métricos, f : E — F continua.
E  compacto = f(E) compacto
Proposicion 4.7. E espacio métrico compacto, f: E — R continua. Entonces:
Ju,v e E: f(u) < f(z) < flv) Ve ek
Teorema 4.8 (Hausdorff).
(i) Todas las normas en RY son equivalentes.

(ii) Todas las normas en un espacio de dimension finita son equivalentes.

4.3. Conexion

Definicién 4.3 (Espacio métrico conexo). E es conexo cuando no se puede expresar
como union de dos abiertos no vacios disjuntos.

E=UUV U=U° V=V° UnNnV=0 = U=0 v V=0
Proposicién 4.9 (Caracterizacion). Sea E espacio métrico. Equivalen:
(i) E es conexo.
(ii) f: E — R continua = f(F) intervalo
(i) f: E— {0,1} continua = f constante
Proposicién 4.10.
ACR conexo <= A intervalo

Teorema 4.11 (del valor intermedio). E, F' espacios métricos, f : E — F conti-
nua.
E conexo = f(F) conexo

Corolario 4.11.1. E espacio métrico compacto y conexo, f : E — R continua
= f(E) es un intervalo cerrado y acotado.

Proposicién 4.12. F es conexo <= Vx,y € £ 3C C E conexo : z,y € C

Definicién 4.4 (Conjuntos convexos). Sea £ C X, X espacio vectorial. E es con-
vexo cuando:
el = (1—tx+tye E Vte|0,1]

Ejemplo. Todo subconjunto convexo de un espacio normado es conexo.
Ejemplo. Las bolas de un espacio normado son convexas, luego conexas.

Ejemplo. C,D C E conexos, CND # () = C U D conexo

18



5. Complitud y continuidad
uniforme

5.1. Complitud

Definicién 5.1 (Sucesiones de Cauchy). E espacio métrico con distancia d. {z,} C
E es una sucesion de Cauchy cuando:

Ve>0 dmeN:pg>2m = d(zy,x,) <¢

Toda sucesién convergente es una sucesion de Cauchy.
No es una propiedad topoldgica.

Definicién 5.2 (Espacios completos). Un espacio métrico F es completo, o su
distancia d es completa cuando toda sucesién de Cauchy es convergente, (a un punto

de F).
Ejemplo. Espacio de Banach = espacio normado completo.
Ejemplo. Espacio de Hilbert = espacio pre-hilbertiano completo.

Proposiciéon 5.1. Dos normas equivalentes dan lugar a las mismas sucesiones de
Cauchy. Toda norma equivalente a una completa es completa.

Teorema 5.2 (Complitud de RY).
(i) Todo espacio normado de dimension finita es de Banach.
(ii) El espacio euclideo N-dimensional es de Hilbert.

Proposicién 5.3 (Subespacios métricos completos). E espacio métrico, A subes-
pacio métrico de E:

A completo = A=A en E

E completo, A=A en E = A completo

E completo = los subconjuntos completos de E son los cerrados

A C RN completo <= A=A en RN
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5.2. Continuidad uniforme

Definicién 5.3 (Funciones uniformemente continuas). Sean E, I espacios métricos,
f + E — F es uniformemente continua cuando:

Ve>0 30>0:z,y€ B dz,y) >0 = d(f(x), f(y)) <e

Proposicién 5.4 (Caracterizacién).

= 51 f uniformemente continua —
{zn} {un} C EA{d(zn, yn)} — 0 = {d(f(20), f(yn))} — 0

» Si fno es uniformemente continua => existen {x,},{y,} C E,e >0:

(s ) < % VneN A d(f(z), fn) > VneN

Teorema 5.5 (Heine). Sean E,F espacios métricos, f : E — F continua.
E  compacto = f uniformemente continua

Observacion.

= No es una propiedad local
= No es una propiedad topoldgica.

= Se conserva en espacios normados con normas equivalentes.

Definicién 5.4 (Funciones lipschitzianas). F, F' espacios métricos, f : E — F es
lipschitziana cuando dM > 0 :

d(f(z), f(y)) < Md(z,y) Vz,yecE

Se dice que f es lipschitziana con constante M. Toda funcién lipschitziana es uni-
formemente continua.

5.3. Teorema del punto fijo

Definicién 5.5 (Constante de Lipschitz). F, F espacios métricos, f : E — F

lipschitziana:
d(f(x
My = Sup{ (fcg(a);z];(y))

Definicién 5.6 (Funcion no expansiva).

cx,y € Eox # vy}

f no expansiva <= My < 1
Definicién 5.7 (Funcion contractiva).
[ contractiva <= [ lipschitziana con M <1<= M, <1

Teorema 5.6 (del punto fijo). Sea E un espacio métrico completo y f : E — F
contractiva = f tiene un unico punto fijo, x € K : f(zr) ==
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5.4. Aplicaciones lineales

Definicién 5.8 (Aplicaciones lineales). Una aplicacion 7' : X — Y se dice lineal
si cumple:

1. T(u+v)=T(u)+Tw) YuvelX
2. T(\x) =XT(z) Vee X, eR
Proposicion 5.7. X, Y espacios normados, T : X — Y lineal. Son equivalentes:
1. T continua.
2. IM > 0:||T(z)|| < M|[z]| VreX

Observacion. Si T es continua en zy es continua en todo X.

Observacion. T continua <= T uniformemente continua <= T' lipschitziana.

Proposicion 5.8. X espacio normado de dimension finita, Y espacio normado. Por
el teorema de Hausdorff:

T:X —Y lincal = T continua

Definicién 5.9 (Espacio de aplicaciones lineales continuas). X,Y espacios norma-
dos. L(X,Y") conjunto de todas las aplicaciones lineales continuas de X en Y. Es un
subespacio vectorial de C(X,Y)

Definicién 5.10 (Norma de una aplicacién lineal continua). Sea T' € L(X,Y) se
define ||T|| = My, constante de Lipschitz.
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6. Diferenciabilidad

6.1. Motivacion

£ACR, f:A—R, acAnA
f derivable en el punto a cuando I\ € R :

o 1@) = f(a) = Mz — a)

Tr—ra Tr— Qa

=0

A es unico, lo llamamos derivada de f en el punto a y lo escribimos: f'(a) = A

Proposicién 6.1 (El espacio L(R,R)). « € R T, € L(R,R) con T, = ax Vz € R
Definimos ® : R — L(R,R), con ®(a) =T, = & es lineal, biyectiva y conserva
la norma y R y L(R,R) son idénticos como espacios normados.

Definicién 6.1 (Diferencial de una funcién real de variable real).
DAACR, f:A—R, acANA
f defereciable en el punto a cuando 37 € L(R,R) :
_ —T(r —
i £ @) = fla) = Tz —a)

T—a Tr— Qa

=0

T es tnico, lo llamamos diferencial de f en el punto a y lo denotamos: D f(a)
Proposicién 6.2 (Relacién entre derivada y diferencial).

f derivable a <= f diferenciable a

Df(a)(x) = f'(a)x f'(a) = Df(a)(1)

6.2. Funciones diferenciables

Notacion. X,Y espacios normados, f: A — Y ya € A°

Definicién 6.2 (Funcién diferenciable en un punto). f defereciable en el punto a
cuando 3T € L(R,R) :

f(x) = fla) = T(z - a)

lim =0
N P
o bien T
@) = f@ =T o)l _
v—a ||z — all
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6.2.1. Observaciones importantes

Proposicién 6.3 (Unicidad). Si f es diferenciable en a, la aplicacion T' € L(R,R)
es unica y la llamamos diferencial de f en a y se denota por Df(a)

Proposicién 6.4 (Relacién con la continuidad). Si f diferenciable en a — f
continua en a

Proposicién 6.5 (Significado analitico). f diferenciable en a, g : X — Y :
9(x) = f(a) + Df(a)(x —a) = f(a) = Df(a)(a) + Df(a)(z) VeeX
g es una funcion afin y continua, tal que:

o 1) = g(@)
el

=0
Entonces g es una “buena aproximacion”de f cerca del punto a.
Proposicién 6.6 (Caracter local). Si U C X,a € U° =

[ diferenciable a <= fiy diferenciable a

Df(a) = D(fw)(a)

Proposicién 6.7 (Independencia de las normas). La existencia o no y la diferencial
no cambia cuando cambiamos las normas por otras equivalentes.

Notacién. XY espacios normados, Q =Q°C Xy f:Q —Y

Definicién 6.3 (Funcién diferenciable). Si f es diferenciable en todo punto decimos
que es diferenciable.

Definicién 6.4. D(€2,Y) es el conjunto de todas las funciones diferenciables de
en Y.

D(Q,Y) CC(QY)

Definicién 6.5 (Diferencial de f). Sea f € D(€2,Y), tenemos la funcién diferencial
de f: Df : Q — L(Q,Y) dada por x — D f(x)

Definicién 6.6. Decimos que f es de clase C! cuando f € D(Q,Y) y Df es conti-
nua.

Definicién 6.7. C'(Q,Y) es el conjunto de todas las funciones de clase C*
CHQ,Y)C D(Q,Y)CC(Q,Y)
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6.3. Reglas de diferenciaciéon
Ejemplo. f: X — Y constante = f € CY(X,Y) con Df(a) =0 Vae X
Ejemplo. f € L(X,Y) = feCYX,Y)con Df(a)=f VYaeX
Proposicién 6.8 (Linealidad de la diferencial).

f,9€ DY) = af + g€ D(Q,Y)

frg€CH(Q,Y) = af +Bg€C(QY)

Teorema 6.9 (Regla de la cadena). X,Y,Z espacios normados, @ = Q° C X,
v=v°cY, f:Q—U,g:U— Z.

Si f diferenciable en a y g es diferenciable en b= f(a) = go f es diferenciable
en a con D(go f)(a) = Dg(b) o Df(a)

feDQU),ge DU Z) = gofeD(Q,2)
feCt(QU),geClUZ) = gofecCYQ,2)
Observacion. T € D(X,Y),S e DY, Z) = ||[SoT| < ||S||||T]|
Notacién. Y = Hj\il Y; producto de espacios normados, j € Ay
Definicién 6.8 (Inyeccién natural). [; : Y; — Y, I;(u) = (0, ..., (ijL), s 0), 1G] =1

Proposicién 6.10 (Diferenciabilidad con valores en un producto). X espacio nor-
mado, Q=Q°C X, f=(f1,.s fu) : Q@ —Y

[ diferenciable a <= f; diferenciable a Vj € Ay

Df(a) = (Dfi(a),..., Dfp(a))
feD)Y)<= f,e DY) VjeAy
fECl(Q,Y)<:>fj€C’1(Q,Y) VJEAM

Proposicién 6.11 (Producto de funciones diferenciables).
X espacio normado, 0 =Q° C X, f,g: Q2 — R

fr9€ D) = fge D) D(fg) =gDf+ fDg
f,geCl(Q) = fgeC'(Q)

Proposicién 6.12 (Cociente de funciones diferenciables).
X espacio normado, Q =Q° C X, f,g:Q — R, g(2) C R*

f.9€D(Q).g(Q) CR = flge D) D(f/g)= &(ng— fDg)

f,9€CHQ),9() CR" = f/geCH(Q)
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7. Practica 1. Continuidad

7.1. Teoremas relacionados

Teorema 7.1 (Caracter local de la continuidad). Sean E, F' espacios topoldgicos,
0 #AACE, zeA.

St fIA es continua en x con A € U(z) = f es continua en x.

Teorema 7.2 (Cambio de variable). Sean E, F espacios métricos, ) # A C E,
fiA=>Fya€ek:
Si G es un espacio métrico conT C G yp:T — E, z€T" que cumple:

211'_1r>ng0(t):oc€E o(t)e A\{a} Vt e T\ {z}
Entonces, a € A" y se verifica que:

lim f(z) = L = lim f(p(t)) = L

Procedemos por tanto a estudiar el siguiente problema:
Sea A C E™ espacio métrico producto. Dada f : A — F™, buscamos saber si f es
continua. Notemos que podemos expresar f = (fi,..., fn), con f = o f. Sabemos
que f es continua si y solo si f; es continua Vk € A,,.

Por tanto, el problema se reduce a estudiar la continuidad de f; : E™ — F, y
por norma general trabajaremos con F' = R.

7.2. Parte rutinaria del problema

= Definimos U y comprobamos que U sea abierto.

= Comprobamos que f‘U sea continua.

= Aplicamos el caracter local de la continuidad y tenemos que f es continua en

U.

A continuacion se nos presentan distintos puntos problemaéticos en los que que-
rremos estudiar el limite. Nos fereriremos a un punto de estos como «. Calculamos:

lim f(z)
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Normalmente, se presentarda una indeterminacion. A continuacioén, la intuiciéon nos
dira si debemos intentar probar que el limite no existe o intentar probar la existencia
del limite.

Un camino algo méas mecanico es comprobar, en este orden, los limites parciales,
limites direccionales, intentar probar la existencia de limite y, por ultimo, intentar
probar que el limite no existe con un cambio de variable.

7.3. El limite no existe

Si creemos que el limite en « no existe, el procedimiento a seguir es el siguiente:

7.3.1. Limites parciales

Si ey, es el k-ésimo vector de la base usual. Seat € R |z — asit — 0 con x # «
si t # 0. Entonces:
lim f(z) =L = 11’1]%f(04 +tey) =L
—

T—a

En el caso n = 2, si & = (a,b). Entonces:

lim f(x)=L= lim f(x,b) =lim f(a,x) = L
T—a T—b

z—(a,b)
= Si uno de los limites parciales no existe, podemos afirmar (x).
= Si existen los dos limites parciales y no son iguales, podemos afirmar ().

= En caso de que existan y sean iguales, el inico candidato a limite sera L, por
lo que si por otro método nos sale que el limite no es L, podemos afirmar (x).

(%) #lim f(z)

T—a

7.3.2. Limites direccionales

S={uveE||ul =1}
Sea u € S. Entonces, si t € R:

limf(x):Lélir%f(a—l—tu):L Vu e S
—

T—Q

El célculo lo haremos con un u genérico que cumpla estas premisas, de forma que:
= Siuno de los limites direccionales no existe, podemos afirmar (x).

= Si el limte direccional depende de u, podemos afirmar () al saber que si
cambiamos u obtenemos distintos valores del limite.

= En caso de que existan y sean iguales, el inico candidato a limite sera L, por
lo que si por otro método nos sale que el limite no es L, podemos afirmar (x).

Hay que tener en cuenta que segtin el E a veces no podemos estudiar ciertos
limites direccionales.
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Limites radiales

lim f(z) =L = lim fla+tu)=L VYuelS
t—0t

T—a

Hay que tener en cuenta que segin el E a veces no podemos estudiar ciertos limites
radiales.
Cason = 2:

Coordenadas polares

Sea u = (uj,ug) € S. Entonces, tenemos que 310 €] — 7, 7| tal que u =
(cos®,sinf). Si a = (a,b), tenemos que:

t—0t

lim f(a+tu) = lim f(a+ pcos@,b+ psind)
p—0t

lim f(z) =L = lilghf(a—kpcosé’,b—i-psinQ):L V8 e R
p—

rT—a

Coordenadas cartesianas

Sea u = (uj,uy) € R% En vez de normalizar con ||u|| = 1, tomamos:
up=1yus=XeR
Entonces:

lm f(a+ tu) = lim f(a+t,b+ M) "= lim(z, b+ Az — a))
t—0 t—0

r—a

Esta ultima equivalencia es 1til para a = b = 0.

h’mf(x):L:>11'r%f(a+t,b—|—)\t):L YA eR
—

Tr—Q

7.4. Existencia del limite

La tnica forma de probar que lim f(z) = L € R es acotando f:
Tr—Q

Necesitamos hallar r € R y g : B(a,r) — R* tal que:
0<[f(x) =Ll <g(z) Voe Bla,r)\{a}

De tal forma que
lim g(z) =0

T—o

Entonces, por el lema del Sandwich, tenemos que:

lim f(x) =L

T—Q

El estudio fracasado de los limites direccionales puede ayudarnos a la hora de
determinar de forma mas facil una acotacién:
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7.4.1. Acotacién por limites direccionales

Si el estudio de los limites direccionales fracasé fue porque:
%E}%f(omLtu)—L:O Vue S

Luego si hallamos r € Rt y una funcién A :]0,7[— RT con lir% h(t) = 0, de forma
que: -
0< |f(a+tu)—L| <h(t) VYueS Vte|o,r|

Tendremos que:

lim f(z) =L

T—Q

En el caso n = 2:

7.4.2. Acotacion por uso de coordenadas polares

Si el estudio de los limites direccionales usando coordenadas polares fracasé fue
porque:
h’n(l)f(a—l—pcose,b—l—psinﬁ)—L:() VO e R
p—

Luego si hallamos r € RT y una funcién h :]0,7[— R* con HH(l) h(p) = 0, de forma
p—
que:

0<|f(a+ pcosh,b+ psind) — L| < h(p) Vo e R Vp €)0,r|

Tendremos que:
lim f(x) =L

Tr—a

7.4.3. Acotacién por uso de coordenadas cartesianas

Si el estudio de los limites direccionales usando coordenadas cartesianas fracasé
fue porque:
11’1%f(a+t,b+)\t)—L:0 YAeR
5

Luego si hallamos r» € Rt y una funcién A :]0,7[— RT con yn(l) h(t) = 0, de forma
—
que:

0< |fla+t,b+At)—L| <h(t) VteR Vte]—rr[\{0}

Tendremos que:

lfim f(z) = L

T—Q

7.5. Ultimo recurso

Si no pudimos encontrar ninguna acotacion de f, deberemos intuir que el limite
no existe. Para probar esto, tenemos que idear un cambio de variable nuevo:

Si L € R es el tinico posible limite de f en a, podemos probar con un cambio de
variable x = p(t) con 0 < ¢ < r tal que:

limp(t) =a vy @t)#a Vtel,r|

t—0
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lim f(@) = L = lim /(1)) = L

T—ro
Luego buscamos ¢ de forma que f o ¢ no tenga limite en 0.
Por ejemplo, en el caso n = 2 con a = (a,b), podemos hacer el cambio de
variable:
op(t) = (a+t,b+t") peRY

De forma que calculamos el limite con un p € R* cualquiera y luego fijamos un valor
de p para el cual el limite no exista.

Otro recurso que podemos usar es que si n = 2 y nuestra funcién f es un cociente
entre dos términos que contienen x e y de forma que el exponente de y es siempre
el doble de x, podemos usar el cambio de variable:

©o(t) = (a+t,b+1?)

7.6. Limites famosos

t tant t
Tim 2 — Mt g 2SRy
t—0 ¢ t—0 ¢ t—0 t
1 arctant: | 1—cost:1 h’rnet_eozl
t—0 t—0 12 2 t—0 t
log(1 +¢
i 080D
t—0 t

7.6.1. Cambiar forma de la funcién

Dada una funcién a la que le queremos calcular un limite, es recurrente que
nos sepamos a qué tiende parte del limite ya que nos es conocido y querramos
descomponer la funcion en dos partes, una de la que conocemos su limite y otra que
serd mas sencillo de calcular. La pregunta es como podemos hacer esto formalmente
y sin fallos. Para ello, pondremos el ejemplo de:

% seny

x? 492

fla,y) = si z € R\ {(0,0)}

De tal forma que queremos calcular el limite en el punto (0,0). Para ello, uno podria
pensar que podemos hacer:

seny 2%y

f<x7y): y x2—|—y2

Pero debemos tener cuidado, ya que nuestro dominio es R?\ {(0,0)} y al cambiar la
expresion de f estamos dividiendo por cero al considerar cualquier punto del estilo
(a,0) con a # 0 en nuestro dominio. Para solucionar este problema, resolveremos el
ejercicio de la siguiente forma:

Sea ¢ : R — R una funcién tal que:

o(y) = Se;ly Yy # 0 p(0)=1
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Notemos que ¢ es continua en todo R, al ser liné o(y) =1=¢(0).
Y—>

De esta forma, hemos conseguido una funciéon que nos permite hacer lo siguiente:

seny =yp(y) VyeR

2

ey =e) s o) €RV{(0,0}

De esta forma, podemos estudiar f en dos partes:
Por una lado, sabemos que:

lim p(y) = ¢(0) =1

y—0

Y por otro, tenemos que podemos acotar facilmente la funcién, haciendo que el
otro trozo converja a cero:

%y 2?ly|
3| T a e S
e +y T4+ Yy
Con lim y = 0. Luego:
y—0
2
im ——_—0
(z,y)—=(0,0) T + Y
Por lo que, finalmente:
) r?seny W) %y 0
m ——2= Ilm =
()00 AP @a)o00) D T2 i
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8. Practica 2. Diferenciabilidad

8.1. Planteamiento del problema

Dado un abierto Q € RY y un campo escalar f : Q@ — R, buscamos estudiar la
continuidad, diferenciabilidad y la continuidad de las derivadas parciales.

8.2. Teoremas relacionados

Gracias a la teoria vista hasta el momento en los temas 6, 7 y 8, podemos recordar
teoremas que nos van a ayudar a lo largo de esta practica.

Teorema 8.1 (Caracter local de la continuidad). Sean E, F' espacios topoldgicos,
0£ACE, zeA.
Si f|A es continua en x con A € U(z) = f es continua en x.

Proposicién 8.2 (Cardcter local de la diferenciabilidad). Si U C X, a € U°.
Entonces:
[ diferenciable a <= fjy diferenciable a

Df(a) = D(fiv)(a)

Proposicién 8.3 (Relacién de la diferenciabilidad con la continuidad).
St f diferenciable en a = f continua en a

Proposicién 8.4 (Condicién suficiente de diferenciabilidad).

SeaQQ=Q°CRY, f:Q—R,ac, kecAy.

Suponemos que [ es parcialmente derivable en a y que al menos N — 1 derivadas
parciales son continuas en el punto a.

Entonces, [ es diferenciable en el punto a.

8.3. Parte rutinaria del problema

Serd comun encontrar un subconjunto A de Q (dominio de f) en el que fi4 esté
formada por operaciones de funciones de clase C*. Nuestro interés serd que dicho
conjunto A sea abierto, para poder aplicar el caracter local de la continuidad y de
la diferenciabilidad.

Por tanto, buscamos un conjunto abierto U C €2 (el mayor que podamos) tal que
fiu se obtiene mediante operaciones con funciones de clase C'. Al ser U abierto, por
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el caracter local de la continuidad y diferenciabilidad, sabremos que f sera continua
y diferenciable en U.
Resumiendo, seguimos los siguientes pasos:

» Definimos un conjunto U C 2 (el maximo que cumpla lo que queremos) y
comprobamos que es abierto.

» Comprobamos que fiy € C'(U), que sera facil por cémo hayamos escogido U.

= Usamos los cardcteres locales de la continuidad y diferenciabilidad, obteniendo
que f es continua y diferenciable en U.

A partir de este momento, el problema de estudiar la continuidad y diferenciabilidad
quedard reducido a estudiarla en todos los puntos del conjunto 2\ U.

8.4. Calculo de derivadas parciales

El segundo aspecto a tener en cuenta es la existencia de las derivadas parciales:

En cada punto a € Q\ U, estudiaremos la existencia de las derivadas parciales de f
en a y si estas existen, calcularlas. Se nos presentan dos posibilidades:

= Sino existe alguna de las derivadas parciales de f en a, entonces sabremos que
f no es diferenciable en a. Quedara estudiar la continuidad en a y la continui-
dad de las derivadas parciales que si existan en a (Practica 1. Continuidad).

» Si f es parcialmente derivable en a (existen todas sus derivadas parciales),
entonces podemos considerar el vector gradiente:

Vi@ = (@ @ )

8.5. Estrategias a seguir

Llegado a este punto, tenemos que f es parcialmente derivable en Q. Fijado a € Q\U,
podemos seguir tres estrategias:

Opcion optimista
Estudiamos primero la continuidad de las derivadas parciales de f en a:

= Si tenemos al menos N — 1 (recordamos que trabajamos en Q C RY) deri-
vadas parciales continuas de f en a, sabremos por la condicién suficiente de
diferenciabilidad que f es diferenciable en a, luego también sera continua en
a. Faltara ver la continuidad de la parcial restante.

= Si tenemos que dos o mas derivadas parciales de f en a no son continuas no
podemos deducir nada mas y por tanto, nos quedara estudiar la continuidad
y diferenciabilidad de f en a y la continuidad de N — 2 derivadas parciales de
fena.
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Opcién pesimista
Estudiamos primero la continuidad de la funcién f en a:

= Si f no es continua en a, tampoco podra ser diferenciable en a y ninguna
derivada parcial podra ser continua en a.

= En caso de que f sea continua en a, habremos finalizado el estudio de la
continuidad de f en a, pero nos quedara el estudio de la diferenciabilidad de
f en a y de la continuidad de las derivadas parciales de f en a.

Opcién conservadora

Estudiamos primero la diferenciabilidad de f en a:

= Si f es diferenciable en a, también serd continua en el punto a. Nos quedara
estudiar la continuidad de las derivadas parciales.

= Si f no es diferenciable en a, tendremos al menos 2 derivadas parciales que no
podran ser continuas. Quedara buscar cuales son, estudiar la continuidad de
las N — 2 derivadas parciales restantes (si estamos en R? serd innecesario) y
la continuidad de la funcién f en el punto a.

8.6. Estudio de la diferenciabilidad

Cuando nos dispongamos a estudiar la diferenciabilidad de f en un punto a € Q\ U,
necesitamos comprobar previamente que f es parcialmente derivable en a, ya que en
caso de serlo, podremos usar el vector gradiente y, en caso de no serlo, descartaremos
que f sea diferenciable.

Por tanto, suponemos teéricamente (en la practica ya se habrd hecho) que f es
parcialmente derivable en a € Q\ U.

f serd diferenciable en a si y solo si se tiene que:

o 1) = £(@) = (V@) =) _

= |l = all

Por tanto, si definimos p(z) = J(x) = f<a>H; (_va];‘(a”(x —9) Ve € Q\ a, f serd

diferenciable en a si y solo si:

lim p(x) =0

Tr—a

Observacion.

» La norma en la definicién de ¢ podemos elegirla a voluntad (todas las normas
en RY son equivalentes). Suele ser més f4cil elegir la norma euclidea en un caso
general, aunque si la ocasién lo merece (para simplificar con el numerador)
puede elegirse otra.
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= A veces, estudiando el limite de ¢ obtendremos un limite direccional distinto
de 0. Esto ya nos vale para afirmar que f no es diferenciable en a: pues de
existir el limite, su valor debe coincidir con el del limite direccional, distinto
de cero, luego f no es diferenciable en a.

8.7. Ejemplos

Se pide estudiar la continuidad, diferenciabilidad y la continuidad de las derivadas
parciales de las siguientes funciones:

a)

.732

)
f(x,y) =32, .4 V(x,y) GRQ\{<070>} f(0,0) =0
e +y
Definimos U = R? \ {(0,0)}, que es abierto por ser el complementario en R? de un
cerrado, (0,0) (cerrado por ser un punto).

fiu es una funcién racional, por lo que fiy € C*(U). Por el cardcter local de la
continuidad y de la diferenciabilidad, tenemos que f es continua y diferenciable en

U.

A continuacién, calculamos las derivadas parciales V(z,y) € U:

W o) = 2
ox ©Y) = (2 + y*)?
ﬁ(x . 24— 3yl
oy Y T @ )

Calculamos el valor de las derivadas parciales en (0,0) y con ello, el vector gradiente.
Observemos que:

f(@,0)=0= f(0,y) ¥(z,y) € R?

Luego:
(9f def ;. f($,0>—f(0,0) _ 1 0 _
gr 00 = lim = = lim o =0
of f(0,y) — (0,0) 0

def ., e 2
3_31(0’0)_5% y—0 =y =0

V£(0,0) = (0,0)

Obtamos por la estrategia conservadora y nos disponemos a estudiar la diferencia-
bilidad de f en (0,0).

Definimos ¢ : U — R por:

f(@,y) = f(0,0) = (V/(0,0)|(z,y) — (0,0)) _ f(=z,y) %y

ol 9) = Iy~ (0,0 el T @i Ve
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Observemos que:
23 1

P = ) T VAl 2

, 1
lim (7, z) = NG #0

1
Luego si ¢ tiene limite en (0,0), este seria — # 0, luego f no es diferenciable en

V2

(0,0). Por tanto, sabemos que ni Iz ni a—f son continuas en (0,0). Falta ver la
T Y
continuidad de f en (0,0):

2
X
0< |f(z,9)] =yl 5— <
| f(z,y)] |y|332+y4 Y|

Con limy =0, luego  lim f(x,y) =0 = f(0,0) = f es continua en (0, 0).
y—0 (z,y)—(0,0)

b)
2,2

Y

$2+y4

g(z,y) = Y(z,y) € R*\{(0,0)} ¢(0,0)=0

Definimos U = R? \ {(0,0)}, que es abierto por ser el complementario en R? de un
cerrado, (0,0) (cerrado por ser un punto).

g es una funcién racional, por lo que gy € C'(U). Por el cardcter local de la
continuidad y de la diferenciabilidad, tenemos que ¢ es continua y diferenciable en

U.

A continuacién, calculamos las derivadas parciales V(z,y) € U:

%9 4y = 20
ox vy = (22 + y*)?
dg _20%y(a® —y?)

oy ") = (22 +y*)?

Calculamos el valor de las derivadas parciales en (0, 0) y con ello, el vector gradiente.
Observemos que:

g9(z,0) =0=g(0,y) ¥(z,y) € R

Luego:
ag dgf ’, g(ff, 0) g(O, O) 0 .
a_x(o’o)_alcl—% x—0 _}:—ﬂ);_o
99 0,0y 1y 900 Z90.0) _ 1 O
dy y—0 y—20 y—0 Yy
Vg(0,0) = (0,0)
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Observamos la segunda derivada parcial de g y tenemos que (estrategia optimista):

> (2® -yt

(22 +y*) (2 + y*)

99
0< |2 (2, y)| =2 <2

)| =2 o
Luego:

0 9] 9]
lim —g(x,y) =0= —g(0,0) = 29 o5 continua en (0,0)
(2:)—(0,0) Oy Ay dy

Luego por la condicion suficiente de diferenciabilidad, tenemos que f es diferenciable
en (0,0), luego también serd continua en (0, 0). Falta ver la continuidad de la parcial
restante:

89( - 270
or vy = (22 + y*)?
. 0g
lim 5 (@ 0) =0
L 0g, 5 2% 1
e = s =170

0 0
Luego ﬂ(a;,yl)lirzo,o) %(z, y), por lo que a—i(z, y) no es continua en (0,0).
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9. Practica 3. Imagen funcién
dos variables

9.1. Planteamiento del problema

Dado un conjunto ) # A C R? y una funcién f : A — R, buscamos estudiar la
imagen de f.

El problema asi planteado es inabordable, ya que no sabemos nada de f. Por tanto,
nuestro estudio estard bastante restringido mediante varias hipétesis que han de
verificar todas nuestras funciones para poder estudiar en ellas su imagen.

Por tanto, al empezar cualquier ejercicio relacionado con esta practica, deberemos
comprobar al inicio de esta que la funcion que queremos estudiar verifica todas y
cada una de las hipdtesis.

9.2. Teoremas relacionados

Repasamos la teoria relacionada con esta practica:

Definicién 9.1 (Arco paramétrico). Un arco paramétrico es un conjunto de la forma
C = g(I) € R* donde I C R, I intervalo compacto y g : I — R? es una funcién
continua.

Es decir, un arco paramétrico es la imagen (en R?) por una funcién continua de un
intervalo cerrado y acotado de R.

Proposicién 9.1.
ACRY compacto <= A acotado y A=A
Teorema 9.2 (Weierstrass). E, F' espacios métricos, f : E — F continua.
E compacto = f(E) compacto
Proposicién 9.3.
ACR conexo <= A intervalo
Teorema 9.4 (del valor intermedio). E, F espacios métricos, f : E — F continua.

E conero = f(E) conexo
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Corolario 9.4.1. E espacio métrico compacto y conexo, f : E — R continua —>
f(E) es un intervalo cerrado y acotado.

Definicién 9.2 (Conjuntos convexos). Sea E C X, X espacio vectorial. E es con-
vexo cuando:
el = (1—tx+tye E Vte|0,1]

Proposicion 9.5. Todo subconjunto convexo de un espacio normado es conexo.
Proposicion 9.6. La interseccion de dos conjuntos converos es convexo.
Observacion. La interseccion de dos conjuntos conexos no tiene por qué ser conexo.
Proposicién 9.7. Las bolas de un espacio normado son convexas, luego conezas.
Proposicién 9.8. C,D C E conexos, CND # 0 = CUD conexo

Proposicién 9.9 (Condicién necesaria de extremo relativo). Sea ) # A C RY y
f:A— R un campo escalar. Si f tiene un extremos relativo en un punto a € A° y
es parcialmente derivable en dicho punto, entonces V f(a) = 0.

9.3. Hipobtesis

Las hipédtesis que exigiremos a todas las funciones f : A — R de esta practica seran:
» H1) A es compacto y conexo.
= H2) f es continua.
» H3) f es parcialmente derivable en A° (puede no cumplirse a veces).

» H4) La frontera de A es unién de arcos paramétricos.

9.4. El estudio de la funcion

A continuacion, describimos el estudio de la imagen de una funcién f : A — R como
ya hemos descrito anteriormente, justificando la razén de las hipdtesis anteriores.

Simplificacion del estudio

El problema es demasiado general, asi que exigimos H1 y H2 para simplificar este:
al ser A compacto y conexo por H1 y f continua por H2, sabemos que f(A) serd
compacto y conexo, y por ser subconjunto de R, tenemos que es un intervalo cerrado
y acotado. Por tanto, f(A) = [méax f(A), min f(A)]. Nuestro estudio ha quedado
reducido a encontrar los extremos absolutos de f.

Debemos justificar de alguna forma que se verifican H1 y H2. H2 sabemos hacerlo
mientras que debemos recordar ciertas estrategias para comprobar H1:

Para comprobar que A es compacto, simplemente deberemos comprobar que sea

cerrado y acotado, lo cual es facil de hacer en la mayoria de los casos. Para comprobar
que A sea conexo:
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= Podemos comprobar que A es convexo, luego conexo.

= Podemos comprobar que A es interseccién de convexos, luego es convexo y
aplicamos el punto anterior.

= Podemos comprobar que A es unién de dos conexos con interseccién no vacia,
luego conexo.

Estudio del interior de A

Por la condicién necesaria de extremo relativo, sabemos que si f presenta un extremo
relativo en a € A° y es parcialmente derivable en a, entonces V f(a) = (0,0). Por
tanto, debemos buscar los extremos absolutos en los puntos interiores de f con
gradiente 0 (puntos criticos de f), en los puntos interiores a A en los que f no sea
derivable (si no se cumple H3) y en los puntos de A\ A° = FrA.

Concretando mas, debemos hallar los puntos del conjunto:

Ey = {(l’,y) € A° | Vf(x,y) = 0}

De cumplirse H3 ya tendremos a todos los candidatos de A° donde buscar extre-
mos absolutos. De lo contrario, anadiremos a Fy los puntos de A° donde f no sea
parcialmente derivable. Es comun que f(Fy) sea finito, y ya tendremos finalizado el
estudio en A°. Faltara hallar los puntos de F'rA donde podamos encontrar extremos
absolutos.

Estudio de la frontera de A

La razén de H4 es la de simplificarnos la frontera del conjunto A, ya que la frontera
de un conjunto genérico puede ser tan cadtica como queramos. Por lo que usaremos
H4 y tendremos que:

m
FrA = U Cy | Ck es un arco paramétrico Vk € A,,
k=1

Estudiaremos uno a uno los arcos paramétricos que forman FrA. Sea C' uno de los

anteriores arcos paramétricos, nos disponemos a estudiar su imagen:

Por ser C' un arco paramétrico, sabemos que existe un intervalo I C R cerrado y
acotado y una funcién continua g : I — R? tal que:

C=g(l)CFrAcCA

Recordemos que nuestro objetivo es estudiar f(C) C R, luego intentaremos definir
una funcion A : I — R tal que:

F(C) = f(g(I)) = h(I)

De forma que el problema se ha reducido a estudiar los extremos relativos de una
funcién real de variable real (cosa que ya sabiamos hacer). Por tanto:

£(C) = h(I) = [min h(I), méx h(I)] = [min f(C), méx f(C)]

41



Restimenes Analisis Matematico I 9. Practica 3. Imagen funcién dos variables

Hégase (recordamos que los extremos absolutos de una funcién real de variable real
pueden alcanzarse en puntos criticos, puntos donde la funcién no es deriable, o
puntos del extremo del intervalo).

9.4.1. Formas de concluir el estudio

Planteamos dos formas validas de concluir el estudio:

Usando los valores de la funcién

Una vez que disponemos del conjunto Ey y de ap = min f(Cy), S = max f(Ck)
Vk € A,,, tomamos:

a=min{ay,as,...,a,} [ =max{s,Pa,...,0n}

Entonces:

min f(A) = min{f(Ey),a} méx f(A) = max{f(Ey), 5}

Considerando todos los puntos donde se maximiza y minimiza la funcién
Una vez que disponemos del conjunto Fy y de (f(Cy) = hi(Ix) Vk € A,,):
Ur = {t € Ii | hy no es derivable en t}
Vi ={t € I} | h(t) =0}
T, =U, UV, Umin [, Umax I, Vke A,

Consideramos:
By ={(z,y) € C | f(z,y) = hi(t) Nt € Ti;}
Definimos: .
S=JEx
k=0
Entonces:

min f(A) = min f(S) A max f(A) = méx f(95)

9.5. Resumen del estudio

= Comprobamos que A es compacto y conexo.
» Comprobamos que f es continua, luego f(A) = [min f(A), max f(A)].
= Calculamos A° y estudiamos la derivabilidad parcial de f en A°.

= Encontramos el conjunto Fy formado por los puntos criticos de f y los puntos
de A° en los que f no sea parcialmente derivable.

= Comprobamos que FrA es unién de m arcos paramétricos.

» Paracada k € A,,, tenemos f(Cy) = hy(Ix) donde I} es un intervalo compacto
v hg : I, — R una funcién continua.

s Formas de concluir el estudio.

42



Restimenes Analisis Matematico I 9. Practica 3. Imagen funcién dos variables

9.6. Ejemplos
a)

Sea A= {(r,y) e R? |22 <2y —y*}y f: A — R dada por:

flay)=2>+y(® —4) V(z,y) eR?

Se pide calcular la imagen de f.

Comenzamos por dar otra expresion para el conjunto A, ya que asi escrito no sabe-
mos a qué puntos del plano estamos haciendo referencia.

(ry)eAe* <2y—y* o2+ -y <0’ +y - w+1<1ls

s+ y—-172<1e (2,y) € B((0,1),1)
Luego A = B((0,1),1).

Continuamos comprobando que se verifican las hipétesis H1 y H2: Sabemos que A
es cerrado y acotado por ser una bola cerrada, luego (estamos en R?) es compacto.
Como A es una bola, es convexo, luego conexo.

f es una funcién continua al tratarse de un polinomio. Por tanto, sabemos que f(A)
es compacto y conexo en R. Es decir, f(A) es un intervalo cerrado y acotado:

f(A) = [min f(A), méx f(A)]

Calculamos A° y comprobamos los puntos es lo que f es parcialmente derivable,
calculando sus puntos criticos:

A° = B((0,1),1)

f es parcialmente derivable en A° por tratarse de un polinomio (es diferenciable en
todo A), luego se verifica H3. Los puntos donde estudiamos los extremos absolutos
de f en A° son los puntos criticos. Los calculamos, sea (x,y) € A%

of of 3
e (z,y) =22 o (z,y) =4y

Vi(z,y) = 2z,4y° —4) = (0,0) 22 =0 A4y> —4 =0« (z,y) = (0,1)

Y como (0,1) € A°:
Ey = {<O7 1)} f(07 1) =3

Ahora calculamos FrA y para cada arco paramétrico, buscamos una funcién real de
variable real cuya imagen sea la misma que la imagen del arco por f. Calculamos
los puntos donde dicha funcién alcanza sus extremos absolutos.

FrA=S8((0,1),1) = {(z,y) eR* | 2* + (y - 1)* =1} =C

Sea (z,y) € C:
(y-—1’<lely-1<1eye(0,2]
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Por la definicién de A (mirando la definicién de f, buscamos cémo expresar x? en

funcién de y):
(z,y) € FrA & 2% = 2y — o

Por tanto, podemos definir » : [0,2] — R
hy) =2y -y +y(y’ ) =-2 -y +y' Yyel02
De forma que h([0,2]) = f(C)
Procedemos ahora a estudiar los extremos absolutos de h en el intervalo [0, 2]. Por

lo pronto, consideramos como puntos donde se pueden encontrar estos extremos 0 y
2, al ser extremos de nuestro intervalo. Calculamos los puntos criticos de h:

Ry)=4y®—2y—2=202" —y— 1) =2(y — 1)(2y° + 2y + 1)

Observamos que h’ tiene una raiz, y = 1 y que no tiene més raices en [0, 2], ya que
si 2y + 2y + 1 tuviera raices, estas deberfan de ser negativas. Por tanto, h tiene un
Unico punto critico, y = 1.

E(h) = {0, 1, 2}

h(0)=0 h(1) = h(2) =8
h([0,2]) = [-2 ] f(O)
Como tenfamos que f(0,1) = —3, tenemos que:
f(A) =[-3,8]

b)
Sea A={(z,y) eR? | (z —1)*+9y*<4Az >0}y f: A— R dada por:
flr,y) = (-2 +2y° V(a,y) € R?

Se pide calcular la imagen de f.
Notemos que A = B((1,0),2) N Hy donde:

o =1{(z.y) eR*|z >0}

Continuamos comprobando que se verifican las hipotesis H1 y H2: Sabemos que A
es cerrado por ser interseccion de dos cerrados. Es acotado por estar contenido en
una bola cerrada, luego (estamos en R?) es compacto.

Como A es interseccion de dos conjuntos convexos, es convexo, luego conexo.

f es una funcién continua al tratarse de un polinomio. Por tanto, sabemos que f(A)
es compacto y conexo en R. Es decir, f(A) es un intervalo cerrado y acotado:

f(A) = [min f(A), méx f(A)]

Calculamos A° y comprobamos los puntos es lo que f es parcialmente derivable,
calculando sus puntos criticos:

A° = B((1,0),2) N H" = B((1,0),2) N {(z,y) € R* | = > 0}
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f es parcialmente derivable en A° por tratarse de un polinomio (es diferenciable en
todo A), luego se verifica H3. Los puntos donde estudiamos los extremos absolutos
de f en A° son los puntos criticos. Los calculamos, sea (z,y) € A%

0 0
e =2a-2 -1

Vi(z,y) =(2(x—2),4y) = (0,0) & 20 —4=0N4y =0 < (z,y) = (2,0)

Y como (2,0) € A°:
FEy = {(270)} f<270> =0

Notemos que f(z,y) >0 V(x,y) € A, luego ya tenemos min f(A). Falta buscar el
punto donde se encuentra el maximo absoluto. Ahora calculamos FrA y para cada
arco paramétrico, buscamos una funcion real de variable real cuya imagen sea la
misma que la imagen del arco por f. Calculamos los puntos donde dicha funcion
alcanza su maximo absoluto.

Notemos que FrA = Cy U Cy donde:
Cr={(z,y) eR* |z =0A(z—1)2+y* <4} ={(z,y) eR* |z = 0N1+y* <4} =
={(z.y) eR* |z =0Ay* <3}
Luego:
F(C) = {f(z,y) | (z,y9) € O} = {f(z,y) |2 =0Ay* <3} = {f(0,y) | ¥* < 3}
F(0,y) =4+2y2 = méx f(C1) = f(0,V/3) =4+2-3=10

Pasamos a estudiar Cy:
Co={(z,y) eR?* | (z —1)*+¢y* =4 A2 >0}
Tratamos de expresar f en funcién de una variable dentro de Cl:
(r,y) €Cyer>20A (212 <4 2>0Nr-1<2<

sr>20Azxe|[-1,3] <z el0,3

Mirando la definicién de f, nos damos cuenta de que es comodo saber qué valor
toma 32

(r,y) €ECre (r -1 4+’ =4A2>20 P =4— (- 12 A2 >0
Sustituyendo y? en f, podemos definir & : [0,3] = R tal que:
h(z) = (r -2 424 —(z -1} =(2-2)*+8-2(x - 1) =10 — 2?
Es facil ver que max h([0,3]) = 10 y como tenfamos que f(2,0) = 0:

f(A) = [0,10]
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